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47 漸化式と数列 
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補足 
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b とおくような分数漸化式の問題では， nn rbb =+1 となるのがお決まり。 

（補足：分数漸化式の解法の原理 3） 
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補足 

分数漸化式の解法の原理 1：分数の漸化式の基本形をつくる その 1 

置き換えにより，漸化式から分数漸化式の基本形
CBp
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分数漸化式の解法の原理 2：分数の漸化式の基本形をつくる その 2 

漸化式を分数の漸化式の基本形に
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 補足 

  a は
2
34

1 +
+

=+
n

n
n a

a
a の na と 1+na に xを代入した方程式
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(1) 
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(1) 

 1 段上る行為を A，2 段上る行為を B，3 段上る行為をCとする。 

 行為の組合せを Aの回数をもとにして分類することにより， 

4a  

( )AAAA ,,, ， ( )BAA ,, ， ( )CA, ， ( )BB, であり， 

 それぞれの順列の数は 1，3，2，1 だから， 712314 =+++=a  

5a  

 4a の場合と同様にして， 

( )AAAAA ,,,, ， ( )BAAA ,,, ， ( )CAA ,, ， ( )BBA ,, ， ( )CB, より， 

13233415 =++++=a  

(2) 

 最後の行為が Aまたは BまたはCであるかで排反に分類できる。 

 最後が行為 Aの場合 
  2+n 段目まで上っているから， 22 1 ++ =× nn aa  

 最後が行為 Bの場合 
  1+n 段目まで上っているから， 11 1 ++ =× nn aa  

 最後が行為Cの場合 
  n段目まで上っているから， nn aa =×1  

 よって， nnnn aaaa ++= +++ 123 ( )1³n  

 補足：最初の行為が Aまたは BまたはCであるかで分類してもよい。 

(3) 

nnnn aaaa ++= +++ 123 ( )1³n より， 
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è

æ
--×

+
=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=+=

-

-

+

+

-

=

+-

=
åå

12

1

2

2

12

12

1

1

11

1
1

1

1

1

n

n

n

n

n

k

nn

k
kn

p
q

qpp
q

p
q

p
q

qp
p

p
q

p
q

qp
p

p
q
p
q

p
q

p
qcbb

　　

　　

　　

　　

 

  よって， ( ) ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

+
=

-12
1

n

n p
q

qpp
qb  

この右辺に 1=n を代入したときの値は 0 となる。すなわち 1b と等しい。 

 よって，(i)と(ii)をまとめて， ( ) ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

+
=

-12
1

n

n p
q

qpp
qb と表せる。 

ゆえに， ( ) ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

+
=

-12
1

n

n p
q

qpp
qb （ ,2,1=n ） 
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(2) 

  (1)および 1=q より， ( ) ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

+
=

-1
11

1
1

n

n ppp
b  すなわち ( ) ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

+
=

-1
11

1
1

n

n
n

pppp
a

 

 両辺に np を掛けると，
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

+
=

-- 11 11
1

nn

n pp
pa  

 これと ( ) ( )
1
1111

1
11

1

11

1
1

111

+
--

=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

×--
+

=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

+

--

-
-

---

p
p

pp
p

pp
p nn

n
n

nnn
より， 

( )
1
1 11

+
--

=
--

p
pa

nn

n  

よって， 01 =a ，
( ) 1

1
1

2 =
+
--

=
p
pa ，

( ) ( )( ) 1
1

11
1
1 22

3 -=
+

-+
=

+
--

= p
p
pp

p
pa  

したがって，すべての自然数 nについて nn aa ³+1 が成り立つためには， 

23 aa ³ ，すなわち 11³-p が成り立つことが必要である。 

よって，必要条件は 2³p である。 

次に， 21 aa < が成り立つことから， 

2³n において， 2³p ならば nn aa ³+1 が成り立つことを示す。 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
1

121

1
12

1
11

1
1

1
1

1

1

1

11

1

+
---

=

+
---

=

+
-----

=

+
--

-
+
--

=-

-

-

-

--

+

p
pp

p
pp

p
pp

p
p

p
paa

nn

nnn

nnnn

nnnn

nn

　　　　　

　　　　　

　　　　　

 

ここで， 2³n ， 2³p より， 22 11 ³³ -- nnp ， 1121 =-³-p  

よって， ( ) ( ) ( ) ( ){ } 011212121211 ³--³--×³---- nnnn pp  
ゆえに， 01 ³-+ nn aa  すなわち nn aa ³+1  

 以上より， 2³p であることは nn aa ³+1 であるための必要十分条件である。 

 よって， 2³p  
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397 

(1) 
 異なる 3 数を ( )cba ,, （ cba >> ）と表す。 

3s  

  ( )1,2,3 より， 2133 =-=s  

 4s  

  ( )2,3,4 ， ( )1,3,4 ， ( )1,2,4 ， ( )1,2,3 より， 

( ) ( ) ( ) ( ) 10131414244 =-+-+-+-=s  

 5s  

  ( )3,4,5 ，( )2,4,5 ，( )1,4,5 ，( )2,3,5 ，( )1,3,5 ，( )1,2,5 ，( )2,3,4 ，( )1,3,4 ，( )1,2,4 ，

( )1,2,3 より， 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 30151525152535 45 =+-+-+-+-+-+-= ss  

(2) 
 1+ks ＝最大数が 1+k のときの「最大数－最小数」の和 

＋最大数が k以下のときの「最大数－最小数」の和 
   ＝最大数が 1+k のときの「最大数－最小数」の和＋ ks  

 より， kk ss -+1 ＝最大数が 1+k のときの「最大数－最小数」の和 

 ここで，最大数が 1+k のときの「最大数－最小数」の和を Sとする。 
 異なる 3 数を ( )mikk ,1,1 -++ （ mikk >-+>+ 11 ， 1,,2,1 -= ki  ）とすると， 

 ikm -= ,,2,1   

 したがって，2 番めに大きい数が ik -+1 のときの最大数と最小数の差の和は 

( ){ } ( )( ) ( )( )

( )( )

( ) ( ){ }iikk

ikik

ikikkikjk
ik

j

+-+=

++-
=

+--
-+-=-+å

-

=

2

1

1
2
1

2
1

2
111

　　　　　　

　　　　　　  

よって， 

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
3

11
2
1

6
12111

2
1

1
2
1 1

1

2

+-
=

ú
û

ù
ê
ë

é

þ
ý
ü

î
í
ì -

+
--

-+-=

+-+= å
-

=

kkk

kkkkkkkk

iikkS
k

i

　

　  

ゆえに，
( ) ( )

3
11

1
+-

=-+
kkkss kk  
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補足 

 まず調べることから， 
 ( )mkk ,,1+ のとき 

1,,2,1 -= km  より， ( ) kmk ,,3,21 =-+  

 ( )mkk ,1,1 -+ のとき 

2,,2,1 -= km  より， ( ) kmk ,,4,31 =-+  

 ( )mkk ,2,1 -+ のとき 

3,,2,1 -= km  より， ( ) kmk ,,5,41 =-+  

  
 ( )mikk ,1,1 -++ のとき 

  ikm -= ,,2,1  より， ( ) kiimk ,,2,11 ++=-+  

  
 ( )mk ,2,1+ のとき 

  1=m より， ( ) kmk =-+1  

(3) 

 3=n のとき 
  23 =s  

 4³n のとき 

  

( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }

( )( ) ( ){ }
( )( ) ( )

12
112

11224
12
12

112211
12
12

1

3

1

3
13

+--
=

+--+-+=

+---++-+=

-+=

å

å
-

=

-

=
+

nnnn

nnnn

kkkkkkkk

ssss

n

k

n

k
kkn

　　

　　

　　
 

  ここで， 3=n のとき
( )( ) ( ) 2

12
112
=

+-- nnnn  

これは，
( )( ) ( )

12
112 +--

=
nnnnsn が 3=n のときでも成り立つことを示している。 

 よって，
( )( ) ( )

12
112 +--

=
nnnnsn （ ,5,4,3=n ） 
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補足 

 4³n のときの別解 

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
12

112

60
2
1

2
1

3
12

3
12

3
12

11
3
12

2

2

1

3
1

1

3

1

3

3

1

3

1

3
13

+--
=

ú
û

ù
ê
ë

é
+-

-
-

þ
ý
ü

î
í
ì -

+=

---+=

-+=

+-+=

-+=

åå

å

å

å

=

-

=

-

=

-

=

-

=
+

nnnn

nnnn

kkkk
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kkk
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k

n
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n

k

n

k
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k
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